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ABSTRAK 

Diberikan semiring 𝑆 dan didefinisikan suatu pemetaan 𝑑 dari 𝑆 ke 𝑆 disebut derivasi. 

Selanjutnya didefinisikan pemetaan aditif 𝑑 dari 𝑆 ke 𝑋 yang merupakan generalisasi dari 

derivasi pada semiring dengan melibatkan suatu endomorfisma 𝛼, 𝛽 pada 𝑆 yang 

selanjutnya disebut dengan (𝛼, 𝛽)-derivasi. Lebih lanjut, dengan mengambil 𝛽 sebagai 

pemetaan identitas maka diperoleh bentuk derivasi yang lebih khusus yaitu (𝛼, 1)-derivasi. 

Pada tugas akhir ini, dibahas hubungan antara 𝑆 semiring prima dan 𝑆 semiring dengan 

hukum kanselasi terhadap (𝛼, 1)-derivasi pada 𝑆. 

Kata Kunci: Semiring, semiring prima, kanselasi, derivasi, (𝛼, 1)-derivasi. 
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ABSTRACT 

Let 𝑆 be a semiring, a mapping 𝑑 from 𝑆 to 𝑆 is called a derivation. Furthermore, an 

additive mapping 𝑑 from 𝑆 to 𝑋, which generalizes the notion of derivation on a semiring 

by involving endomorphisms 𝛼 and 𝛽 on 𝑆, is defined and referred to as an (𝛼, 𝛽)-

derivation. Moreover, by taking 𝛽 as the identity mapping, a more specific form of 

derivation, namely the (𝛼, 1)-derivation, is obtained. This thesis discusses the relationship 

between a prime semiring 𝑆 and a semiring 𝑆 with the cancellative law in relation to the 

(𝛼, 1)-derivation on 𝑆. 

Keywords: Semiring, prime semiring, cancellative, derivation, (𝛼, 1)-derivation. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

Pada bab ini, diberikan penjelasan mengenai dasar atau alasan dilakukannya 

sebuah penelitian mengenai topik ini. Bab ini terdiri dari 4 sub bab yaitu latar 

belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, dan manfaat penelitian. 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu bagian dari ilmu matematika yang mempelajari 

tentang sifat dan struktur suatu himpunan. Struktur dalam aljabar mengkaji dan 

membahas tentang suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau 

lebih operasi dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu.  

Sistem yang terdiri dari himpunan tak kosong 𝐺 dan operasi biner ∗ disebut 

grupoid. Jika operasi biner dalam grupoid tersebut bersifat asosiatif, maka 𝐺 disebut 

semigrup. Selanjutnya, semigrup 𝐺 yang memuat elemen identitas, yakni sebuah 

elemen 𝑒 sedemikian hingga untuk setiap 𝑎 ∈  𝐺 berlaku 𝑎 ∗ 𝑒 =  𝑒 ∗ 𝑎 =  𝑎, 

disebut monoid. Lebih lanjut, apabila setiap elemen dalam monoid memiliki invers, 

yakni untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat 𝑎−1 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga                                  

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒, maka 𝐺 disebut grup dan dinotasikan dengan (𝐺,∗) 

(Prihandoko, 2016). 

 Selanjutnya, struktur aljabar yang memiliki dua operasi biner, yakni 

penjumlahan dan perkalian serta memenuhi aksioma tertentu disebut ring. Pada 

ring, operasi penjumlahan membentuk suatu grup abelian, sedangkan operasi 

perkalian bersifat asosiatif dan memiliki elemen identitas dalam beberapa kasus, 

serta memenuhi hukum distributif perkalian terhadap penjumlahan (Alwi, 2021). 

Seiring berkembangnya teori aljabar, muncul konsep semiring. Semiring 

merupakan generalisasi dari ring yang memiliki dua operasi biner, yakni 

penjumlahan dan perkalian. Pada semiring, syarat invers terhadap operasi 

penjumlahan dihilangkan (Setyawati, 2017). 



2 
 

 
 

Kajian lebih lanjut terhadap ring dan semiring, diperkenalkan konsep 

derivasi, yaitu pemetaan yang menggambarkan perubahan suatu elemen terhadap 

operasi tertentu. Pada ring, derivasi memenuhi aturan Leibniz yang menyatakan 

bahwa pemetaan terhadap operasi perkaliannya harus memenuhi sifat            

𝑑(𝑥𝑦) = 𝑑(𝑥)𝑦 + 𝑥𝑑(𝑦). Konsep derivasi pada ring telah banyak dikaji dalam 

berbagai penelitian. Salah satunya, (Posner, 1957) dalam penelitiannya 

menunjukkan bahwa setiap derivasi dalam ring prima memiliki sifat khusus yang 

berkaitan dengan ideal pusatnya, yang kemudian menjadi dasar dalam 

pengembangan teori derivasi pada ring. 

Konsep ini selanjutnya diperluas ke dalam bentuk yang lebih umum, yaitu 

(𝛼, 𝛽)-derivasi, yang didefinisikan sebagai pemetaan terhadap operasi perkaliannya 

memenuhi persamaan 𝑑(𝑥𝑦) = 𝛼(𝑥)𝑑(𝑦) + 𝑑(𝑥)𝛽(𝑦), dimana 𝛼 dan 𝛽 adalah 

automorfisma yang merupakan endomorfisma yang bijektif pada ring (Chaudhry & 

Thaheem, 2003). Dalam penelitiannya membuktikan bahwa jika 𝑑 adalah (𝛼, 𝛽)-

derivasi pada ring semiprima, maka ia harus memiliki hubungan dengan center dan 

ideal ring tersebut. Mereka juga menunjukkan bahwa jika 𝛼 dan 𝛽 adalah 

automorfisma, maka sifat-sifat derivasi ini dapat digunakan untuk menggambarkan 

struktur ring yang lebih luas. Lebih lanjut, penelitian (Hvala, 1998) juga 

memperkenalkan dan mengkaji sifat-sifat (𝛼, 𝛽)-derivasi pada ring, yang 

menunjukkan bahwa pemetaan ini memainkan peran penting dalam memahami 

sifat-sifat ideal dalam ring. 

Salah satu bentuk khusus dari (𝛼, 𝛽)-derivasi adalah (𝛼, 1)-derivasi, yang 

diperoleh dengan mengambil 𝛽 = 1. Penelitian terkait telah dilakukan oleh 

(Haseena & Reddy, 2021) yang menemukan bahwa jika suatu near-ring prima 

memiliki (𝛼, 1)-reverse derivation yang memenuhi syarat tertentu, maka struktur 

aditifnya bersifat abelian. Selain itu, jika near-ring tersebut 2-torsion free dan 

memenuhi sifat komutatif tertentu, maka near-ring tersebut menjadi ring komutatif. 

Hasil ini menunjukkan bahwa keberadaan (𝛼, 1)-derivasi dapat memengaruhi sifat-

sifat fundamental dari struktur aljabar, terutama dalam hal komutativitas. 
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Sebagai penguatan terhadap konsep tersebut, penelitian yang dilakukan oleh 

(Devi dan Chandramouleeswaran, 2014) menjadi acuan utama dalam 

pengembangan teori derivasi pada semiring. Dalam penelitian ini, diperkenalkan 

dan dikaji sifat-sifat (𝛼, 1)-derivasi pada semiring, terutama pada semiring prima 

dan semiring semiprima. Namun, pada penelitian tersebut definisi semiring 𝑆 yang 

digunakan adalah (𝑆, +) semigrup, (𝑆,∙) semigrup, dan (𝑆, +,∙) memenuhi hukum 

distributif kiri dan kanan. Berbeda dengan penelitian terdahulu yang menggunakan 

definisi semiring dengan menghilangkan eksistensi elemen identitas dan eksistensi 

elemen invers. Pada penelitian ini digunakan definisi semiring yang hanya 

menghilangkan eksistensi elemen invers yaitu (𝑆,+) monoid komutatif, (𝑆,∙) 

semigrup, dan (𝑆, +,∙) memenuhi hukum distributif kiri dan kanan (Golan, 1999). 

Berdasarkan penelitian sebelumnya, akan dibahas mengenai konsep derivasi 

pada semiring. Lebih khusus, konsep derivasi yang dijelaskan adalah (𝛼, 𝛽)-

derivasi pada semiring dengan 𝛼, 𝛽 adalah suatu endomorfisma pada semiring. 

Lebih lanjut, untuk 𝛽 sebagai suatu pemetaan identitas akan mendefinisikan konsep 

derivasi yang baru yaitu (𝛼, 1)-derivasi dan (1, 𝛼)-derivasi. Tugas akhir ini, akan 

membahas definisi, contoh, dan sifat-sifat terkait (𝛼, 1)-derivasi. Selanjutnya, akan 

diidentifikasi hubungan antara semiring prima dan semiring dengan hukum 

kanselasi pada suatu (𝛼, 1)-derivasi. Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas 

mengenai hubungan antara konsep-konsep ini, berikut diberikan diagram yang 

menunjukkan perkembangan dari grup hingga derivasi dalam semiring.  
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Gambar 1.1 State of The Art 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, adapun beberapa rumusan 

masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Bagaimana contoh (𝛼, 1)-derivasi pada semiring? 

2. Bagaimana hubungan antara semiring 𝑆, semiring prima 𝑆, dan semiring 𝑆 

dengan hukum kanselasi terhadap (𝛼, 1)-derivasi? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Penelitian ini bertujuan untuk: 

1. Menjelaskan contoh (𝛼, 1)-derivasi pada semiring. 

2. Menjelaskan hubungan antara semiring 𝑆, semiring prima 𝑆, dan semiring 𝑆 

dengan hukum kanselasi terhadap (𝛼, 1)-derivasi. 

1.4  Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat kepada berbagai pihak, 

diantaranya: 
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1. Bagi penulis 

Melalui penelitian ini diharapkan dapat menambah pengetahuan bagi penulis 

untuk dapat menjelaskan tentang teori semiring, definisi (𝛼, 1)-derivasi pada 

semiring dan sifat-sifat yang ada pada (𝛼, 1)-derivasi pada semiring. 

2. Bagi pembaca 

Melalui penelitian ini diharapkan menjadi tambahan wawasan dan dijadikan 

referensi untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini diberikan definisi, teorema, lemma, dan contoh yang mendukung 

materi pokok untuk mempermudah pemahaman pada bab selanjutnya. Bab ini 

terdiri dari 3 sub bab yaitu teori grup, teori ring dan derivasi pada ring. 

2.1 Teori Grup 

Salah satu konsep yang sangat penting dalam aljabar abstrak adalah grup. Berikut 

diberikan definisi dari operasi biner sebagai landasan untuk memahami teori grup. 

Definisi 2.1.1 (Fraleigh, 2003) 

Diberikan himpunan tak kosong 𝐺. Pemetaan ∗: 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 disebut operasi biner 

pada 𝐺 apabila memenuhi: 

1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺. 

2. ∀𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝐺 dengan 𝑎1 = 𝑎2 dan 𝑏1 = 𝑏2 berakibat 𝑎1 ∗ 𝑏1 = 𝑎2 ∗ 𝑏2. 

Berdasarkan Definisi 2.1.1 diberikan contoh sebagai berikut.  

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan 𝑀2×2(ℝ) adalah himpunan semua matriks berukuran 2 × 2 

dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen di himpunan semua bilangan rill. 

Struktur 𝑀2×2(ℝ) terhadap operasi perkalian (∙) merupakan operasi biner. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝑀2×2(ℝ), dengan 𝐴 = [
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
] , 𝐵 = [

𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
],    

𝐶 = [
𝑐1 𝑐2

𝑐3 𝑐4
], 𝐷 = [

𝑑1 𝑑2

𝑑3 𝑑4
]. 

Akan ditunjukkan ∙:𝑀2×2(ℝ) × 𝑀2×2(ℝ) → 𝑀2×2(ℝ) merupakan operasi biner, 

apabila: 

1. ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×2(ℝ) berlaku 𝐴 ∙ 𝐵 ∈ 𝑀2×2(ℝ). 

Perhatikan bahwa, 

𝐴 ∙ 𝐵 = [
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
] ∙ [

𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
] 
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= [

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏3 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏4

𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏3 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏4
] 

∈ 𝑀2×2(ℝ). 

Sehingga diperoleh 𝐴 ∙ 𝐵 ∈ 𝑀2×2(ℝ). 

2. ∀𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝑀2×2(ℝ) dengan 

𝐴 = 𝐶 artinya ∀𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4, 𝑎𝑖 = 𝑐𝑗,dan 

𝐵 = 𝐷 artinya ∀𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4, 𝑏𝑖 = 𝑑𝑗, maka 

𝐴𝐵 = 𝐶𝐷 

Perhatikan bahwa, 

𝐴 ∙ 𝐵 = [
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
] ∙ [

𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
] 

 = [
𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏3 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏4

𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏3 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏4
] 

 = [
𝑐1𝑑1 + 𝑐2𝑑3 𝑐1𝑑2 + 𝑐2𝑑4

𝑐3𝑑1 + 𝑐4𝑑3 𝑐3𝑑2 + 𝑐4𝑑4
] 

 = 𝐶 ∙ 𝐷 

Berdasarkan uraian 1 dan 2 serta Definisi 2.1.1 terbukti bahwa 𝑀2×2(ℝ) terhadap 

operasi perkalian (∙) adalah operasi biner.∎ 

Selanjutnya, diberikan contoh lain sebagai berikut. 

Contoh 2.1.3 

Diberikan himpunan ℤ adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasi pembagian 

(÷) pada himpunan ℤ bukan merupakan operasi biner. 

Bukti: 

Pilih 3,5 ∈ ℤ sedemikian sehingga 3 ÷ 5 =
3

5
∉ ℤ. 

Sehingga ℤ terhadap operasi pembagian (÷) bukan operasi biner. ∎ 

Selanjutnya, operasi biner (𝐺,∗) yang memenuhi sifat asosiatif akan membentuk 

suatu struktur baru yang disebut semigrup. Diberikan definisi semigrup sebagai 

berikut.  
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Definisi 2.1.4 (Fraleigh, 2003) 

Diberikan 𝐺 himpunan tak kosong dan ∗: 𝐺 × 𝐺 → 𝐺. Himpunan 𝐺 yang dilengkapi 

dengan operasi biner ∗ serta memenuhi sifat asosiatif disebut dengan semigrup. 

Berdasarkan Definisi 2.1.4 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.5 

Diberikan himpunan semua bilangan asli ℕ dan diberikan operasi penjumlahan (+) 

pada ℕ. Struktur ℕ terhadap operasi penjumlahan (+) adalah semigrup. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ. Akan ditunjukkan ℕ terhadap operasi penjumlahan (+) 

adalah semigrup. 

1. Himpunan ℕ tertutup terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ 

berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ. 

2. Himpunan ℕ bersifat asosiatif terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ berlaku 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. 

Berdasarkan 1-2 dan Definisi 2.1.4 terbukti bahwa ℕ terhadap operasi penjumlahan 

(+) adalah semigrup. ∎ 

Lebih lanjut, diberikan definisi semigrup yang lebih khusus sebagai berikut. 

Definisi 2.1.6 (Fraleigh, 2003) 

Diberikan semigrup (𝐺,∗). Semigrup 𝐺 disebut komutatif apabila ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 berlaku 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.6 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.7 

Diberikan himpunan semua bilangan asli ℕ dan diberikan operasi penjumlahan (+) 

pada ℕ. Struktur ℕ terhadap operasi penjumlahan (+) merupakan semigrup 

komutatif. 
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Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.1.5, (ℕ,+) merupakan semigrup. Selanjutnya, akan 

ditunjukkan (ℕ,+) membentuk semigrup komutatif. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ 

berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.6 terbukti bahwa ℕ terhadap operasi penjumlahan (+) 

adalah semigrup komutatif. ∎ 

Seperti halnya himpunan yang memiliki himpunan bagian atau subset, pada 

semigrup juga demikian. Berikut diberikan definisi dari subsemigrup. 

Definisi 2.1.8 (Fraleigh, 2003) 

Diberikan semigrup (𝐺,∗). Sebuah himpunan tak kosong 𝑇 dari 𝐺 merupakan 

subsemigrup apabila (𝑇,∗) juga semigrup. 

Berdasarkan Definisi 2.1.8 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.9 

Diberikan (ℕ,+) adalah semigrup, dan 2ℕ ⊆ ℕ. Struktur (2ℕ, +) merupakan 

subgrup dari (ℕ,+). 

Bukti: 

Diketahui pada Contoh 2.1.5, (ℕ,+) adalah semigrup. Akan ditunjukkan bahwa 

(2ℕ, +) merupakan subgrup dari (ℕ,+), dengan (2ℕ,+) haruslah semigrup. 

Ambil sebarang 2𝑎, 2𝑏, 2𝑐 ∈ 2ℕ.  

1. Perhatikan bahwa, 2𝑎 + 2𝑏 ∈ 2ℕ. Dengan demikian, 2ℕ terhadap operasi 

penjumlahan (+) tertutup. 

2. Perhatikan bahwa, 

2𝑎 + (2𝑏 + 2𝑐) = 2𝑎 + 2(𝑏 + 𝑐) 

 = 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 

 = 2(𝑎 + 𝑏) + 2𝑐 

 = (2𝑎 + 2𝑏) + 2𝑐 

Dengan demikian, 2ℕ terhadap operasi penjumlahan (+) bersifat asosiatif. 
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Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.1.8 terbukti bahwa 2ℕ terhadap operasi 

penjumlahan (+) merupakan semigrup. Karena (2ℕ , +) adalah semigrup dan 

2ℕ ⊆ ℕ, terbukti bahwa (2ℕ , +) subsemigrup (ℕ , +). ∎ 

Selanjutnya, apabila semigrup memenuhi aksioma eksistensi terhadap elemen 

identitas dapat dibentuk suatu struktur baru yang disebut monoid. Diberikan definisi 

monoid sebagai berikut.  

Definisi 2.1.10 (Lisapaly & Persulessy, 2011) 

Diberikan 𝐺 himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner ∗ disebut 

monoid apabila memenuhi asosiatif dan memiliki identitas pada 𝐺. 

Berdasarkan Definisi 2.1.10 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.11 

Diberikan himpunan semua bilangan bulat tak negatif ℤ0
+ dan diberikan operasi 

penjumlahan (+) pada ℤ0
+. Struktur ℤ0

+ terhadap operasi penjumlahan (+) adalah 

monoid. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ0
+. Akan ditunjukkan ℤ0

+ terhadap operasi penjumlahan 

(+) adalah monoid. 

1. Himpunan ℤ0
+ tertutup terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ0

+ 

berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ0
+. 

2. Himpunan ℤ0
+ bersifat asosiatif terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ0
+ berlaku 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. 

3. Himpunan ℤ0
+ memiliki eksistensi elemen identitas terhadap operasi 

penjumlahan (+), yaitu ∃0 ∈ ℤ0
+ sehingga ∀𝑎 ∈ ℤ0

+ berlaku                                

𝑎 + 0 = 𝑎 = 0 + 𝑎. 

Berdasarkan 1-3 dan Definisi 2.1.10 terbukti bahwa ℤ0
+ terhadap operasi 

penjumlahan (+) adalah monoid. ∎ 

Seperti halnya semigrup komutatif, sifat komutatif dapat diberikan pada suatu 

monoid. Diberikan definisi monoid komutatif sebagai berikut. 
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Definisi 2.1.12 (Lisapaly & Persulessy, 2011) 

Monoid (𝐺,∗) disebut monoid komutatif apabila ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.12 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.13 

Diberikan himpunan semua bilangan bulat tak negatif ℤ0
+ dan diberikan operasi 

penjumlahan (+) pada ℤ0
+. Struktur ℤ0

+ terhadap operasi penjumlahan (+) 

merupakan monoid komutatif. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.1.11, (ℤ0
+, +) merupakan monoid. Selanjutnya, akan 

ditunjukkan (ℤ0
+, +) membentuk monoid komutatif. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ0

+ 

berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.12, terbukti bahwa ℤ0
+ terhadap operasi penjumlahan (+) 

merupakan monoid komutatif. ∎ 

Lebih lanjut, apabila monoid memenuhi aksioma eksistensi terhadap elemen invers 

dapat dibentuk suatu struktur baru yang disebut grup. Diberikan definisi grup 

sebagai berikut.  

Defenisi 2.1.14 (Tahmir, 2004) 

Diberikan 𝐺 adalah himpunan tak kosong dan ∗ adalah operasi biner. Himpunan 𝐺 

yang dilengkapi dengan operasi ∗ disebut grup apabila memenuhi: 

1. Asosiatif terhadap operasi biner ∗ yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) =

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐. 

2. Eksistensi elemen identitas yaitu ∃𝑒 ∈ 𝐺 sehingga ∀𝑎 ∈ 𝐺 berlaku                    

𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎 = 𝑒 ∗ 𝑎. 

3. Eksistensi elemen invers yaitu ∀𝑎 ∈ 𝐺 sehingga ∃𝑎−1 ∈ 𝐺 berlaku                   

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑒 = 𝑎−1 ∗ 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.14 diberikan contoh sebagai berikut. 
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Contoh 2.1.15 

Diberikan himpunan semua bilangan bulat ℤ dan diberikan operasi penjumlahan 

(+) pada ℤ. Struktur ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) merupakan grup. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. Akan ditunjukkan ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) 

merupakan grup. 

1. Himpunan ℤ tertutup terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 

berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. 

2. Himpunan ℤ bersifat asosiatif terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ berlaku 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. 

3. Himpunan ℤ memiliki eksistensi elemen identitas terhadap operasi 

penjumlahan (+), yaitu ∃0 ∈ ℤ sehingga ∀𝑎 ∈ ℤ berlaku 𝑎 + 0 = 𝑎 = 0 + 𝑎. 

4. Himpunan ℤ memiliki eksistensi elemen invers terhadap operasi penjumlahan 

(+), yaitu ∀𝑎 ∈ ℤ sehingga ∃ − 𝑎 ∈ ℤ berlaku 𝑎 + (−𝑎) = 0 = −𝑎 + 𝑎. 

Berdasarkan uraian 1-4 dan Definisi 2.1.14 terbukti bahwa ℤ terhadap operasi 

penjumlahan (+) merupakan grup. 

Lebih lanjut, berdasarkan Contoh 2.1.15, berlaku hal yang sama untuk himpunan 

semua bilangan rill (ℝ), dan himpunan semua bilangan kompleks (ℂ) terhadap 

operasi (+) juga merupakan grup. ∎ 

Selanjutnya, diberikan contoh lain grup sebagai berikut. 

Contoh 2.1.16 

Diberikan himpunan 𝑀2×2
1 (ℝ) adalah himpunan semua matriks berukuran 2 × 2 

dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen di himpunan semua bilangan rill, yang 

didefinisikan dengan 

𝑀2×2
1 (ℝ) = {[

𝑎 𝑏
0 𝑐

] | 𝑎, 𝑐 ≠ 0}. 

Struktur 𝑀2×2
1 (ℝ) terhadap operasi perkalian (∙) merupakan grup. 
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Bukti: 

Ambil sebarang 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) dengan 𝐴 = [

𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] , 𝐵 = [

𝑏1 𝑏2

0 𝑏3
], dan   

𝐶 = [
𝑐1 𝑐2

0 𝑐3
]. 

Akan ditunjukkan 𝑀2×2
1 (ℝ) terhadap operasi perkalian (∙) merupakan grup. 

1. Himpunan 𝑀2×2
1 (ℝ) tertutup terhadap operasi perkalian (∙), yaitu           

∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) berlaku 𝐴 ∙ 𝐵 ∈ 𝑀2×2

1 (ℝ). 

Perhatikan bahwa, 

𝐴 ∙ 𝐵 = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] ∙ [

𝑏1 𝑏2

0 𝑏3
] 

 
= [

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3

0 𝑎3𝑏3
] 

∈ 𝑀2×2
1 (ℝ). 

Dengan demikian, (𝑀2×2
1 (ℝ),∙) tertutup. 

2. Himpunan 𝑀2×2
1 (ℝ) bersifat asosiatif terhadap operasi perkalian (∙), yaitu  

∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) berlaku 𝐴 ∙ (𝐵 ∙ 𝐶) = (𝐴 ∙ 𝐵) ∙ 𝐶. 

Perhatikan bahwa, 

𝐴 ∙ (𝐵 ∙ 𝐶) = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] ∙ ([

𝑏1 𝑏2

0 𝑏3
] ∙ [

𝑐1 𝑐2

0 𝑐3
]) 

 = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] ∙ [

𝑏1𝑐1 𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐3

0 𝑏3𝑐3
] 

 = [
𝑎1𝑏1𝑐1 𝑎1𝑏1𝑐2 + 𝑎1𝑏2𝑐3 + 𝑎2𝑏3𝑐3

0 𝑎3𝑏3𝑐3
] 

 = [
𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3

0 𝑎3𝑏3
] ∙ [

𝑐1 𝑐2

0 𝑐3
] 

 = ([
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] ∙ [

𝑏1 𝑏2

0 𝑏3
]) ∙ [

𝑐1 𝑐2

0 𝑐3
] 

 = (𝐴 ∙ 𝐵) ∙ 𝐶 

Dengan demikian, (𝑀2×2
1 (ℝ),∙) bersifat asosiatif. 

3. Himpunan 𝑀2×2
1 (ℝ) memiliki eksistensi elemen identitas terhadap operasi 

perkalian (∙), ∃𝐼 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) dengan 𝐼 = [

1 0
0 1

] sehingga ∀𝐴 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) 

berlaku 𝐴 ∙ 𝐼 = 𝐴 = 𝐼 ∙ 𝐴. 
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Perhatikan bahwa, 

𝐴 ∙ 𝐼 = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] ∙ [

1 0
0 1

] 

 = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] 

 = 𝐴 

 = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] 

 = [
1 0
0 1

] ∙ [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] 

 = 𝐼 ∙ 𝐴 

Dengan demikian, (𝑀2×2
1 (ℝ),∙) memiliki eksistensi elemen identitas. 

4. Himpunan 𝑀2×2
1 (ℝ) memiliki eksistensi elemen invers terhadap operasi 

perkalian (∙), yaitu ambil sebarang 𝐴 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) dengan 𝐴 = [

𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] | 

𝑎1, 𝑎3 ≠ 0, ∃𝐴−1 ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) dengan 𝐴−1 = [

1

𝑎1
−

𝑎2

𝑎1𝑎3

0
1

𝑎3

] sedemikian 

sehingga berlaku 𝐴 ∙ 𝐴−1 = 𝐼 = 𝐴−1 ∙ 𝐴. 

Perhatikan bahwa, 

𝐴 ∙ 𝐴−1 = [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] ∙

[
 
 
 
1

𝑎1
−

𝑎2

𝑎1𝑎3

0
1

𝑎3 ]
 
 
 

 

 = [
1 0
0 1

] 

 = 𝐼 

 = [
1 0
0 1

] 

 =

[
 
 
 
1

𝑎1
−

𝑎2

𝑎1𝑎3

0
1

𝑎3 ]
 
 
 

∙ [
𝑎1 𝑎2

0 𝑎3
] 

 = 𝐴−1 ∙ 𝐴 

Dengan demikian, (𝑀2×2
1 (ℝ),∙) memiliki eksistensi elemen invers. 
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Berdasarkan uraian 1-4 dan Definisi 2.1.14 terbukti bahwa 𝑀2×2
1 (ℝ) terhadap 

operasi perkalian (∙) merupakan grup. ∎ 

Seperti halnya monoid komutatif, sifat komutatif dapat diberikan pada grup. 

Diberikan definisi grup komutatif sebagai berikut. 

Definisi 2.1.17 (Tahmir, 2004) 

Diberikan grup (𝐺,∗). Grup 𝐺 disebut grup komutatif  apabila ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 berlaku 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.17 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.18 

Diberikan himpunan semua bilangan bulat ℤ dan diberikan operasi penjumlahan 

(+) pada ℤ. Struktur ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) merupakan grup 

komutatif. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.1.15, (ℤ,+) merupakan grup. Selanjutnya, akan ditunjukkan 

(ℤ,+) merupakan grup komutatif, yaitu ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ maka                     

𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.1.17, terbukti bahwa ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) 

merupakan grup komutatif. ∎ 

Selanjutnya, diberikan contoh lain sebagai berikut. 

Contoh 2.1.19 

Diberikan himpunan 𝑀2×2
1 (ℝ) adalah himpunan semua matriks berukuran 2 × 2 

dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen di himpunan semua bilangan rill, yang 

didefinisikan dengan 

𝑀2×2
1 (ℝ) = {[

𝑎 𝑏
0 𝑐

] | 𝑎, 𝑐 ≠ 0}. 

Struktur 𝑀2×2
1 (ℝ) terhadap operasi perkalian (∙) bukan merupakan grup komutatif. 

 



16 
 

 
 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.1.16, ditunjukkan (𝑀2×2
1 (ℝ),∙) merupakan grup. Lebih 

lanjut, pilih 𝐴 = [
1 2
0 −3

] dan 𝐵 = [
4 −5
0 6

] ∈ 𝑀2×2
1 (ℝ) maka 

𝐴 ∙ 𝐵 = [
1 2
0 −3

] ∙ [
4 −5
0 6

] 

 = [
4 7
0 −18

] 

disisi lain, 

𝐵 ∙ 𝐴 = [
4 −5
0 6

] ∙ [
1 2
0 −3

] 

 = [
4 23
0 −18

] 

Oleh karena  [
4 7
0 −18

] ≠ [
4 23
0 −18

], maka 𝑀2×2
1 (ℝ) terhadap operasi perkalian 

(∙) bukan merupakan grup komutatif. ∎ 

Berdasarkan fenomena pada grup, sifat ketunggalan elemen identitas dan elemen 

invers pada grup diberikan pada Teorema berikut. 

Teorema 2.1.20 (Dummit & Foote, 2004) 

Diberikan grup (𝐺,∗). 

i. Jika 𝑒 ∈ 𝐺 adalah elemen identitas, maka 𝑒 tunggal. 

ii. Jika ∀𝑎 ∈ 𝐺, ∃𝑎−1 ∈ 𝐺 yang merupakan elemen invers dari 𝑎, maka 𝑎−1 

tunggal. 

Bukti: 

i. Andaikan elemen identitas di 𝐺 tidak tunggal yaitu ∃𝑒, 𝑒′ ∈ 𝐺 dimana 

𝑒 ≠ 𝑒′. Jika 𝑒 ∈ 𝐺 dipandang sebagai elemen identitas di , maka untuk 

𝑒′ ∈ 𝐺 berlaku 𝑒′ ∗ 𝑒 = 𝑒′ = 𝑒 ∗ 𝑒′. Lebih lanjut, jika 𝑒′ ∈ 𝐺 dipandang 

sebagai elemen identitas di 𝐺, maka untuk 𝑒 ∈ 𝐺 berlaku 𝑒′ ∗ 𝑒 = 𝑒 = 𝑒 ∗

𝑒′. Dengan demikian, diperoleh bahwa 𝑒′ ∗ 𝑒 = 𝑒′ = 𝑒 dan 𝑒 ∗ 𝑒′ = 𝑒′ =

𝑒. Kontradiksi dari yang diketahui bahwa 𝑒 ≠ 𝑒′. Pengandaian salah, 

haruslah elemen identitas di 𝐺 tunggal.  
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ii. Diambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐺. Andaikan elemen invers di  tidak tunggal yaitu 

∃𝑎′ , 𝑎′′ ∈ 𝐺 dimana 𝑎′ ≠ 𝑎′′ memenuhi 𝑎 ∗ 𝑎′ = 𝑒 = 𝑎′ ∗ 𝑎 dan   𝑎 ∗ 𝑎′′ =

𝑒 = 𝑎′′ ∗ 𝑎. 

Perhatikan bahwa, 

𝑎′ = 𝑎′ ∗ 𝑒 

 = 𝑎′ ∗ (𝑎 ∗ 𝑎′′) 

 = (𝑎′ ∗ 𝑎) ∗ 𝑎′′ 

 = 𝑒 ∗ 𝑎′′ 

 = 𝑎′′ 

Dengan demikian, diperoleh 𝑎′ = 𝑎′′. Kontradiksi dari yang diketahui 

bahwa 𝑎′ ≠ 𝑎′′. Pengandaian salah, haruslah elemen invers di  tunggal. ∎ 

Selanjutnya, diberikan sifat lainnya pada grup sebagai berikut. 

Teorema 2.1.21 (Dummit & Foote, 2004) 

Diberikan grup (𝐺,∗). 

i. Jika ∀𝑎 ∈ 𝐺 maka 𝑎 = (𝑎−1)−1. 

ii. Jika ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, maka (𝑎 ∗ 𝑏)−1 = 𝑏−1 ∗ 𝑎−1. 

iii. Jika ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, jika 𝑎 ∗ 𝑐 = 𝑏 ∗ 𝑐 atau 𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑐 ∗ 𝑏, maka 𝑎 = 𝑏. 

Bukti: 

i. Diambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐺. Karena (𝐺,∗) grup, maka ∃𝑎−1 ∈ 𝐺 sedemikian 

sehingga berlaku 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑒 = 𝑎−1 ∗ 𝑎. Oleh karena setiap elemen di 𝐺 

memiliki invers, maka untuk 𝑎−1 ∈ 𝐺 terdapat (𝑎−1)−1 ∈ 𝐺 sedemikian 

sehingga 𝑎−1 ∗ (𝑎−1)−1 = 𝑒 = (𝑎−1)−1 ∗ 𝑎−1.  

Berdasarkan Definisi 2.1.14 (3) maka 𝑎 = (𝑎−1)−1. 

ii. Diambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. Karena (𝐺,∗)  grup, maka untuk 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺 ada 

(𝑎 ∗ 𝑏)−1 ∈ 𝐺. 

Perhatikan bahwa, 

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (𝑏−1 ∗ 𝑎−1) = ((𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑏−1) ∗ 𝑎−1 

 = (𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑏−1)) ∗ 𝑎−1 

 = (𝑎 ∗ 𝑒) ∗ 𝑎−1 
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 = 𝑎 ∗ 𝑎−1 

 = 𝑒 

disisi lain, 

(𝑏−1 ∗ 𝑎−1) ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑏−1 ∗ (𝑎−1 ∗ 𝑎) ∗ 𝑏 

 = 𝑏−1 ∗ 𝑒 ∗ 𝑏 

 = 𝑏−1 ∗ 𝑏 

 = 𝑒 

Oleh karena (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (𝑏−1 ∗ 𝑎−1) = (𝑏−1 ∗ 𝑎−1) ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑒, akibatnya 

(𝑏−1 ∗ 𝑎−1) ∈ 𝐺 adalah invers dari (𝑎 ∗ 𝑏) ∈ 𝐺  dan karena (𝑎 ∗ 𝑏)−1 ∈ 𝐺   

juga merupakan invers dari (𝑎 ∗ 𝑏) ∈ 𝐺. Berdasarkan Teorema 2.1.20 (ii) 

diperoleh bahwa (𝑎 ∗ 𝑏)−1 = 𝑏−1 ∗ 𝑎−1. 

iii. Diambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, dengan 𝑎 ∗ 𝑐 = 𝑏 ∗ 𝑐 atau 𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑐 ∗ 𝑏. 

Perhatikan bahwa, untuk 𝑎 ∗ 𝑐 = 𝑏 ∗ 𝑐, ada 𝑐−1 ∈ 𝐺 diperoleh 

(𝑎 ∗ 𝑐) ∗ 𝑐−1 = (𝑏 ∗ 𝑐) ∗ 𝑐−1 

𝑎 ∗ (𝑐 ∗ 𝑐−1) = 𝑏 ∗ (𝑐 ∗ 𝑐−1) 

𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑏 ∗ 𝑒 

𝑎 = 𝑏 

disisi lain, untuk 𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑐 ∗ 𝑏, ada 𝑐−1 ∈ 𝐺 diperoleh 

𝑐−1 ∗ (𝑐 ∗ 𝑎) = 𝑐−1 ∗ (𝑐 ∗ 𝑏) 

(𝑐−1 ∗ 𝑐) ∗ 𝑎 = (𝑐−1 ∗ 𝑐) ∗ 𝑏 

𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑒 ∗ 𝑏 

𝑎 = 𝑏 

Dengan demikian, terbukti bahwa jika 𝑎 ∗ 𝑐 = 𝑏 ∗ 𝑐 atau 𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑐 ∗ 𝑏, 

maka 𝑎 = 𝑏.∎ 

Seperti halnya semigrup yang memiliki subsemigrup, pada grup juga demikian. 

Berikut diberikan definisi dari subgrup. 

Definisi 2.1.22 (Dummit & Foote, 2004) 

Diberikan grup (𝐺,∗), dan 𝐻 ⊆ 𝐺. Himpunan tak kosong 𝐻 di 𝐺 disebut subgrup 

dari (𝐺,∗) apabila (𝐻,∗) juga merupakan grup. 
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Berdasarkan Definisi 2.1.22 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.1.23 

Diberikan (ℝ,+) adalah grup, dan ℤ ⊆ ℝ. Grup (ℤ,+) merupakan subgrup dari 

(ℝ,+). 

Bukti: 

Diketahui pada Contoh 2.1.15, (ℤ,+) adalah grup. Sebab (ℤ,+) adalah grup dan 

ℤ ⊆ ℝ maka (ℤ,+) subgrup dari (ℝ,+). ∎ 

Lebih lanjut, berikut akan ditunjukkan teorema terkait subgrup di 𝐺. 

Teorema 2.1.24 (Dummit & Foote, 2004) 

Diberikan grup (𝐺,∗), dan 𝐻 ⊆ 𝐺. Himpunan 𝐻 merupakan subgrup dari 𝐺 jika dan 

hanya jika ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 berakibat 𝑎 ∗ 𝑏−1 ∈ 𝐻. 

Bukti: 

⇒ Misalkan 𝐻 ⊆ 𝐺, 𝐻 ≠ ∅, 𝐺 grup dan 𝐻 subgrup dari 𝐺. Ambil sebarang        

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻. Karena 𝐻 subgrup dari 𝐺, maka ∃𝑏−1 ∈ 𝐻 sedemikian sehingga 

berdasarkan sifat tertutup dari  diperoleh bahwa 𝑎 ∗ 𝑏−1 ∈ 𝐻. 

⇐ Misalkan 𝐻 ⊆ 𝐺, 𝐻 ≠ ∅, 𝐺 grup dan 𝐻 subgrup dari 𝐺. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 berlaku 

𝑎 ∗ 𝑏−1 ∈ 𝐻. Akan ditunjukkan bahwa 𝐻 subgrup dari 𝐺. Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐻 

dari yang diketahui 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑒 ∈ 𝐻 sehingga elemen identitas di 𝐻 ada. 

Selanjutnya, ambil 𝑎 = 𝑒 ∈ 𝐻 dan 𝑏 ∈ 𝐻 sehingga diperoleh 𝑒 ∗ 𝑏−1 = 𝑏−1 ∈ 𝐻 

yang merupakan elemen invers di . Lebih lanjut, ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐻 dan  

𝑏−1 ∈ 𝐻. Sehingga 𝑎 ∗ (𝑏−1)−1 = 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐻. Hal ini menunjukkan bahwa 𝐻 

tertutup terhadap operasi yang sama di 𝐺. 

Oleh karena 𝐻 tertutup terhadap operasi yang sama di 𝐺 serta sifat asosiatif yang 

diwariskan dari 𝐺, eksistensi elemen identitas 𝑒 ∈ 𝐻 dan eksistensi elemen invers 

di 𝐻 maka 𝐻 membentuk grup terhadap operasi yang sama pada 𝐺. Dengan 

demikian, diperoleh 𝐻 adalah subgrup dari 𝐺.∎ 
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2.2 Teori Ring 

Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua buah operasi 

biner, yaitu penjumlahan (+) dan perkalian (⋅) serta memenuhi aksioma tertentu. 

Berikut diberikan definisi ring. 

Defenisi 2.2.1 (Malik et al., 2007) 

Diberikan himpunan tak kosong 𝑅 yang dilengkapi dengan operasi biner 

penjumlahan (+) dan perkalian (⋅). Himpunan 𝑅 disebut ring apabila memenuhi 

1. Asosiatif, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) dan             

(𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐). 

2. Eksistensi elemen identitas, yaitu ∃𝑒 = 0 ∈ 𝑅 sehingga ∀𝑎 ∈ 𝑅 berlaku                         

𝑎 + 0 = 𝑎 = 0 + 𝑎. 

3. Eksistensi elemen invers, yaitu ∀𝑎 ∈ 𝑅 sehingga ∃𝑎−1 = −𝑎 ∈ 𝑅 berlaku                    

𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0. 

4. Komutatif, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

5. Hukum distributif kiri dan kanan, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) =

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 dan (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 

Dengan kata lain,  ring 𝑅 dinotasikan dengan (𝑅,+,∙) disebut ring apabila 

1. (𝑅, +) grup komutatif 

2. (𝑅,∙) semigrup 

3. (𝑅, +,∙) memenuhi hukum distributif kiri dan kanan  

Berdasarkan Definisi 2.2.1 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.2.2 

Diberikan himpunan semua bilangan bulat ℤ dan diberikan operasi penjumlahan 

(+) dan perkalian (∙) pada ℤ. Struktur ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) dan 

perkalian (∙) merupakan ring. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. Ditunjukkan ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) dan 

perkalian (∙) adalah ring. Akan ditunjukkan dahulu (ℤ,+) adalah grup komutatif. 



21 
 

 
 

Perhatikan bahwa, 

1. Himpunan ℤ tertutup terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 

berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. 

2. Himpunan ℤ bersifat asosiatif terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ berlaku 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. 

3. Himpunan ℤ memiliki eksistensi elemen identitas terhadap operasi 

penjumlahan (+), yaitu ∃0 ∈ ℤ sehingga ∀𝑎 ∈ ℤ berlaku 𝑎 + 0 = 𝑎 = 0 + 𝑎. 

4. Himpunan ℤ memiliki eksistensi elemen invers terhadap operasi penjumlahan 

(+), yaitu ∀𝑎 ∈ ℤ sehingga ∃ − 𝑎 ∈ ℤ sehingga berlaku                                       

𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0. 

5. Himpunan ℤ bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan (+), yaitu 

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

Berdasarkan 1-5 dan Definisi 2.1.17 terbukti bahwa (ℤ,+) grup komutatif. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa (ℤ,∙)  semigrup. 

Perhatikan bahwa, 

1. Himpunan ℤ tertutup terhadap operasi perkalian (∙), yaitu 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ berlaku 

∀𝑎 ∙ 𝑏 ∈ ℤ. 

2. Himpunan ℤ bersifat asosiatif terhadap operasi perkalian (∙), yaitu      

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ berlaku 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐. 

Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.1.4 terbukti bahwa (ℤ,∙) semigrup. 

Terakhir, akan ditunjukkan bahwa (ℤ,+,∙) memenuhi hukum distributif kiri dan 

kanan. 

Perhatikan bahwa, 

1. Himpunan ℤ memenuhi hukum distributif kiri terhadap operasi penjumlahan 

(+) dan perkalian (∙), yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ berlaku 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐. 

2. Himpunan ℤ memenuhi hukum distributif kanan terhadap operasi 

penjumlahan (+) dan perkalian (∙), yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ berlaku (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 =

𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 

Berdasarkan uraian 1-2 terbukti bahwa (ℤ,+,∙) memenuhi hukum distributif kiri 

dan kanan. 
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Jadi, oleh karena (ℤ,+) grup komutatif, (ℤ,∙) semigrup dan (ℤ, +,∙) memenuhi 

hukum distributif kiri dan kanan, maka terbukti bahwa (ℤ,+,∙) merupakan ring.∎ 

Seperti halnya pada grup yang memiliki grup komutatif, pada ring juga berlaku 

demikian. Diberikan definisi ring komutatif sebagai berikut. 

Definisi 2.2.3 (Malik et al., 2007) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙). Ring 𝑅 disebut komutatif apabila ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 apabila       

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. Lebih lanjut berdasarkan Definisi 2.2.3 suatu ring jika tidak komutatif 

disebut ring non-komutatif. 

Berdasarkan Definisi 2.2.3 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.2.4 

Diberikan himpunan semua bilangan bulat ℤ dan diberikan operasi penjumlahan 

(+) dan perkalian (∙) pada ℤ. Struktur ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) dan 

perkalian (∙) merupakan ring komutatif. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.2.2, (ℤ,+,∙) merupakan ring. Selanjutnya, akan ditunjukkan 

(ℤ,+,∙) merupakan ring komutatif, yaitu ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ berlaku maka    

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. 

Berdasarkan Definisi 2.2.3, terbukti bahwa ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) 

dan perkalian (∙) merupakan ring komutatif. ∎ 

Oleh karena sifat elemen identitas yang tunggal, maka elemen identitas pada 

operasi perkalian ring 𝑅 disebut dengan elemen satuan. Diberikan definisinya 

sebagai berikut. 

Definisi 2.2.5 (Malik et al., 2007) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙). Ring 𝑅 disebut ring dengan elemen satuan apabila (𝑅,∙) 

memiliki eksistensi elemen identitas. 

Berdasarkan definisi 2.2.5 diberikan contoh sebagai berikut. 
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Contoh 2.2.6 

Diberikan (ℤ,+,∙) merupakan ring. Struktur ℤ terhadap operasi penjumlahan (+) 

dan operasi perkalian (∙) merupakan semiring dengan elemen satuan. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎 ∈ ℤ, terdapat 𝑒 = 1 ∈ ℤ sedemikian sehingga berlaku                   

𝑎 ∙ 1 = 1 ∙ 𝑎 = 𝑎. Sehingga terbukti (ℤ, +,∙) merupakan ring dengan elemen satuan.  

Seperti halnya grup yang memiliki subgrup, pada ring juga demikian. Berikut 

diberikan definisi dari subring. 

Definisi 2.2.7 (Malik et al., 2007) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙) dan 𝑃 ⊆ 𝑅, 𝑃 ≠ ∅. Himpunan 𝑃 dengan operasi yang sama 

pada 𝑅 disebut subring dari 𝑅 apabila memenuhi 

a. (𝑃,+) grup komutatif 

b. (𝑃,∙) semigrup 

c. (𝑃,+,∙) memenuhi hukum distributif kiri dan kanan  

Berdasarkan Definisi 2.2.7 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.2.8 

Diberikan (ℝ,+,∙) adalah ring, dan ℤ ⊆ ℝ. Ring (ℤ, +,∙) merupakan subring dari 

(ℝ,+,∙). 

Bukti: 

Diketahui pada Contoh 2.2.2, (ℤ,+,∙) adalah ring. Sebab (ℤ,+,∙) adalah ring dan 

ℤ ⊆ ℝ maka (ℤ,+,∙) subring dari (ℝ,+,∙). ∎ 

Lebih lanjut, berikut akan ditunjukkan teorema terkait subring di 𝑅. 

Teorema 2.2.9 (Malik et al., 2007) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙) dan 𝑃 ⊆ 𝑅. Himpunan tak kosong 𝑃 disebut subring dari 𝑅 

jika dan hanya jika ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 berlaku 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃 dan 𝑥𝑦 ∈ 𝑃. 
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Bukti: 

⇒  Diketahui (𝑅, +,∙) dan 𝑃 ⊆ 𝑅 subring. Akan ditunjukkan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 berlaku    

𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃 dan 𝑥𝑦 ∈ 𝑃. Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃, karena 𝑃 subring dari 𝑅 maka  

𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃 dan 𝑥𝑦 ∈ 𝑃. 

⇐  Diketahui ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 berlaku 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃 dan 𝑥𝑦 ∈ 𝑃. Akan ditunjukkan 𝑃 

subring di 𝑅. Berdasarkan Teorema 2.1.24, diperoleh bahwa ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 berlaku    

𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑃, sehingga (𝑃,+) subgrup di (𝑅,+). Selanjutnya, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 berlaku 𝑥𝑦 ∈

𝑃, sehingga (𝑃,∙) tertutup dan asosiatif. Lebih lanjut, (𝑃,+,∙) memenuhi hukum 

distributif kiri dan kanan. Dengan demikian, (𝑃, +,∙) subring di (𝑅,+,∙).∎ 

Seperti halnya grup, kita mengenal subgrup normal yang memungkinkan kita 

membentuk grup hasil bagi. Sama halnya dalam ring kita punya konsep yang 

serupa, namun subring tidaklah cukup sehingga diperlukan konsep ideal yang 

merupakan subring khusus untuk mencapai tujuan tersebut. Berikut diberikan 

definisi dari ideal. 

Definisi 2.2.10 (Romsery et al., 2015) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙) dan 𝐼 ⊆ 𝑅. Himpunan tak kosong 𝐼 adalah ideal kiri (kanan) 

dari 𝑅 apabila memenuhi 

1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 berlaku 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼. 

2. ∀𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑖 ∈ 𝐼 berlaku 𝑟𝑖 (𝑖𝑟) ∈ 𝐼. 

Berdasarkan Definisi 2.2.10 himpunan tak kosong 𝐼 dari ring 𝑅 disebut ideal dari 𝑅 

apabila 𝐼 adalah ideal kiri sekaligus 𝐼 adalah ideal kanan. 

Berdasarkan Definisi 2.2.10 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.2.11 

Diberikan (ℤ,+,∙) merupakan ring, dan 2ℤ ⊆ ℤ. Struktur (2ℤ,+,∙) merupakan ideal 

dari (ℤ, +,∙). 

Bukti: 

Ambil sebarang 2𝑎, 2𝑏 ∈ 2ℤ. Ditunjukkan bahwa struktur (2ℤ, +,∙) merupakan 

ideal dari (ℤ,+,∙). Perhatikan bahwa, 
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1. ∀2𝑎, 2𝑏 ∈ 2ℤ berlaku 2𝑎 − 2𝑏 ∈ 2ℤ. 

2𝑎 − 2𝑏 = 2(𝑎 − 𝑏) ∈ 2ℤ 

2. ∀𝑥 ∈ ℤ dan 2𝑎 ∈ 2ℤ berlaku 𝑥 ∙ 2𝑎 (2𝑎 ∙ 𝑥) ∈ 2ℤ. 

𝑥 ∙ 2𝑎 = 2(𝑎𝑥) ∈ 2ℤ dan 2𝑎 ∙ 𝑥 = 2(𝑎𝑥) ∈ 2ℤ 

Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.2.10 terbukti bahwa (2ℤ,+,∙) merupakan 

ideal dari (ℤ,+,∙). ∎ 

Lebih lanjut, diberikan contoh lain sebagai berikut. 

Contoh 2.2.12 

Diberikan (𝑀2×2(ℝ),+,∙) merupakan ring dan didefinisikan 𝑀2×2
2 (ℤ) = (

𝑎 0
𝑏 0

), 

𝑀2×2
2 (ℤ) ⊆ 𝑀2×2(ℝ). Struktur (𝑀2×2

2 (ℤ),+,∙) merupakan ideal kiri tetapi bukan 

ideal kanan dari (𝑀2×2(ℝ),+,∙). 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×2
2 (ℤ), dengan 𝐴 = (

𝑎 0
𝑏 0

) dan 𝐵 = (
𝑐 0
𝑑 0

) serta      

𝑋 ∈ 𝑀2×2(ℝ), dengan 𝑋 = (
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

). 

Perhatikan bahwa, 

1. ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×2
2 (ℤ) berlaku 𝐴 − 𝐵 ∈ 𝑀2×2

2 (ℤ). 

𝐴 − 𝐵 = (
𝑎 0
𝑏 0

) − (
𝑐 0
𝑑 0

) 

 = (
𝑎 − 𝑐 0
𝑏 − 𝑑 0

) ∈ 𝑀2×2
2 (ℤ) 

2. ∀𝑋 ∈ 𝑀2×2(ℝ) dan 𝐴 ∈ 𝑀2×2
2 (ℤ) berlaku 𝑋𝐴 ∈ 𝑀2×2

2 (ℤ). 

𝑋𝐴 = (
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

) (
𝑎 0
𝑏 0

) 

 = (
𝑝𝑎 + 𝑞𝑏 0
𝑟𝑎 + 𝑠𝑏 0

) ∈ 𝑀2×2
2 (ℤ) 

disisi lain,  ∀𝑋 ∈ 𝑀2×2(ℝ) dan 𝐴 ∈ 𝑀2×2
2 (ℤ) berlaku 𝐴𝑋 ∉ 𝑀2×2

2 (ℤ). 

𝐴𝑋 = (
𝑎 0
𝑏 0

) (
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

) 

 = (
𝑎𝑝 𝑎𝑞
𝑏𝑝 𝑏𝑠) ∉ 𝑀2×2

2 (ℤ) 
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Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.2.10 terbukti bahwa (𝑀2×2
2 (ℤ),+,∙) 

merupakan ideal kiri tetapi bukan ideal kanan dari (𝑀2×2(ℝ),+,∙). ∎ 

Lebih lanjut, berikut akan ditunjukkan teorema terkait ideal di 𝑅. 

Teorema 2.2.13 (Malik et al., 2007) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙), {0} ⊆ 𝑅 maka himpunan {0} adalah ideal dari 𝑅 dan 

selanjutnya 𝑅 adalah ideal dari 𝑅. 

Bukti: 

Akan ditunjukkan {0} adalah ideal dari 𝑅 dan selanjutnya 𝑅 adalah ideal dari 𝑅. 

a. {0} adalah ideal dari 𝑅 

Ditunjukkan dahulu {0} subring dari 𝑅. Diambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ {0}, ∀0 ∈

{0} berlaku 𝑥 + 𝑦 = 0 + 0 = 0 ∈ {0} dan ∀𝑥 ∈ {0} berlaku                           

−𝑥 = −0 = 0 ∈ {0}. Jadi, {0} subring dari 𝑅. Selanjutnya, akan ditunjukkan 

bahwa {0} adalah ideal dari 𝑅. Ambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑥 ∈ {0} berlaku 𝑟 ⋅

𝑥 = 𝑟 ⋅ 0 = 0 ∈ {0} dan 𝑥 ⋅ 𝑟 = 0 ⋅ 𝑟 = 0 ∈ {0}. Dengan demikian, terbukti 

bahwa {0} adalah ideal dari 𝑅. 

b. 𝑅 adalah ideal dari 𝑅 

Ditunjukkan dahulu 𝑅 subring dari 𝑅. Jelas bahwa 𝑅 ⊆ 𝑅. Diambil sebarang 

𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅, karena 𝑅 tertutup pada operasi penjumlahan dan perkalian berlaku 

𝑟1 + 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑟1 ∙ 𝑟2 ∈ 𝑅. Jadi, 𝑅 subring dari 𝑅. Selanjutnya, akan 

ditunjukkan bahwa 𝑅 adalah ideal dari 𝑅. Ambil sebarang 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 berlaku 

𝑟1 ∙ 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑟2 ∙ 𝑟1 ∈ 𝑅. Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑅 adalah ideal 

dari 𝑅. 

Berdasarkan uraian a dan b, terbukti bahwa {0} adalah ideal dari 𝑅 dan selanjutnya 

𝑅 adalah ideal dari 𝑅.∎ 

Selain ditunjukkan bahwa {0} adalah ideal terkecil dan 𝑅 adalah ideal terbesar 

dalam ring. Lebih lanjut, kita ingin mengetahui kapan suatu ideal dapat menjadi 

seluruh ring. Diberikan teoremanya sebagai berikut. 
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Teorema 2.2.14 (Malik et al., 2007) 

Diberikan ring (𝑅, +,∙) adalah ring dengan elemen satuan dan 𝐼 ideal di 𝑅.              

Jika 1 ∈ 𝐼, maka 𝐼 = 𝑅. 

Bukti: 

Diketahui (𝑅, +,∙) adalah ring dengan elemen satuan 1 dan 1 ∈ 𝐼. Akan ditunjukkan 

𝐼 = 𝑅 yaitu 𝐼 ⊆ 𝑅 dan 𝑅 ⊆ 𝐼. Karena 𝐼 ideal di 𝑅, maka 𝐼 ⊆ 𝑅. Selanjutnya, 

ditunjukkan 𝑅 ⊆ 𝐼. Ambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅, karena 1 ∈ 𝐼 maka 1 ⊆ 𝐼. Karena 𝐼 juga 

ideal di 𝑅, maka 𝑟 ⋅ 1 = 1 ⋅ 𝑟 = 𝑟 ∈ 𝐼. Akibatnya, 𝑅 ⊆ 𝐼. Dengan demikian, 

terbukti bahwa 𝐼 = 𝑅.∎ 

Selain dijelaskan struktur dasar ring yang memenuhi sifat-sifat tertentu, selanjutnya 

akan dijelaskan hubungan/keterkaitan antar ring melalui fungsi-fungsi yang mampu 

mempertahankan sifat-sifat ring dari ring yang satu ke ring yang lainnya. Fungsi 

tersebut disebut sebagai homomorfisma ring. Lebih lanjut, jika homomorfisma 

tersebut berasal dari dan menuju ring yang sama, maka fungsi tersebut disebut 

sebagai endomorfisma ring. Diberikan definisi homomorfisma dan endomorfisma 

ring sebagai berikut. 

Definisi 2.2.15 (Rani et al., 2021) 

Misalkan 𝑅1 dan 𝑅2 adalah ring, maka fungsi 𝑓: 𝑅1 → 𝑅2 disebut sebagai 

homomorfisma ring apabila ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅1 memenuhi: 

1. 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
 
 

2. 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)
 
 

Lebih lanjut, jika 𝑅1 = 𝑅2 maka fungsi 𝑓 disebut sebagai endomorfisma ring.
 

Berdasarkan Definisi 2.2.15 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.2.16 

Diberikan ℤ adalah himpunan semua bilangan bulat dan 𝑀2𝑥2(ℤ) adalah himpunan 

semua matriks berukuran 2 × 2 dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen di 

himpunan semua bilangan bulat, yang didefinisikan dengan 
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𝑓: ℤ  → 𝑀2𝑥2(ℤ)  

𝑎 ↦  𝑓(𝑎) = (
𝑎1 0
0 𝑎4

) 

Pemetaan fungsi 𝑓 merupakan homomorfisma ring. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. 

Akan ditunjukkan pemetaan fungsi 𝑓 merupakan homomorfisma ring. 

Perhatikan bahwa, 

1. 𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
 
 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (
𝑎1 + 𝑏1 0

0 𝑎4 + 𝑏4
) 

= 𝑓 {(
𝑎1 0
0 𝑎4

) + (
𝑏1 0
0 𝑏4

)} 

= 𝑓 (
𝑎1 0
0 𝑎4

) + 𝑓 (
𝑏1 0
0 𝑏4

) 

= 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

2. 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)
 
 

𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓 (
𝑎1𝑏1 0
0 𝑎4𝑏4

) 

= 𝑓 {(
𝑎1 0
0 𝑎4

) (
𝑏1 0
0 𝑏4

)} 

= 𝑓 (
𝑎1 0
0 𝑎4

) 𝑓 (
𝑏1 0
0 𝑏4

) 

= 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 

Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.2.15 terbukti bahwa pemetaan fungsi 𝑓 

merupakan homomorfisma ring.∎ 

Lebih lanjut diberikan contoh lain sebagai berikut. 

Contoh 2.2.17 

Diberikan ℤ adalah himpunan semua bilangan bulat, yang didefinisikan dengan 

𝑓: ℤ  → ℤ  

𝑎 ↦  𝑓(𝑎) = 𝑎 

Pemetaan fungsi 𝑓 merupakan endomorfisma ring. 
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Bukti: 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. 

Akan ditunjukkan pemetaan fungsi 𝑓 merupakan endomorfisma ring. 

Perhatikan bahwa, 

1. 𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
 
 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 

= 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

2. 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)
 
 

𝑓(𝑎𝑏) = 𝑎𝑏 

= 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 

Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.2.15 terbukti bahwa pemetaan fungsi 𝑓 

merupakan endomorfisma ring.∎ 

Selain memiliki fungsi homomorfisma dan endomorfisma, pada ring juga memiliki 

fungsi yang disebut sebagai anti-homomorfisma. Berikut diberikan definisi anti-

homomorfisma pada ring sebagai berikut. 

Definisi 2.2.18 (Rao & Venkataraman, 2008) 

Misalkan 𝑅1 dan 𝑅2 adalah ring, maka fungsi 𝑓: 𝑅1 → 𝑅2 disebut sebagai anti-

homomorfisma ring apabila ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅1 memenuhi: 

1. 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑥)
 
 

2. 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑦)𝑓(𝑥)
 
 

Berdasarkan Definisi 2.2.18 diberikan contoh sebagai berikut. 

Contoh 2.2.19 

Diberikan himpunan 𝑀2𝑥2(ℝ) adalah himpunan semua matriks berukuran 2 × 2 

dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen di himpunan semua bilangan rill, yang 

didefinisikan dengan 

𝑓:𝑀2𝑥2(ℝ)  → 𝑀2𝑥2(ℝ)  

(
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
) ↦  𝑓 (

𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
) = (

𝑎1 𝑎3

𝑎2 𝑎4
) 

Pemetaan fungsi 𝑓 merupakan anti-homomorfisma ring. 
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Bukti: 

Ambil sebarang 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2𝑥2(ℝ)  dengan 𝐴 = (
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
) dan 𝐵 = (

𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
). 

Akan ditunjukkan pemetaan fungsi 𝑓 merupakan anti-homomorfisma ring. 

Perhatikan bahwa, 

1. 𝑓(𝐴 + 𝐵) = 𝑓(𝐵) + 𝑓(𝐴)
 
 

𝑓(𝐴 + 𝐵) = 𝑓 ((
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
) + (

𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
)) 

= 𝑓 ((
𝑎1 + 𝑏1 𝑎2 + 𝑏2

𝑎3 + 𝑏3 𝑎4 + 𝑏4
)) 

= (
𝑎1 + 𝑏1 𝑎3 + 𝑏3

𝑎2 + 𝑏2 𝑎4 + 𝑏4
) 

= (
𝑏1 + 𝑎1 𝑏3 + 𝑎3

𝑏2 + 𝑎2 𝑏4 + 𝑎4
) 

= (
𝑏1 𝑏3

𝑏2 𝑏4
) + (

𝑎1 𝑎3

𝑎2 𝑎4
) 

= 𝑓 (
𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
) + 𝑓 (

𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
 ) 

= 𝑓(𝐵) + 𝑓(𝐴) 

2. 𝑓(𝐴𝐵) = 𝑓(𝐵)𝑓(𝐴)
 
 

𝑓(𝐴𝐵) = 𝑓 ((
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
) (

𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
)) 

= 𝑓 ((
𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏3 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏4

𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏3 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏4
)) 

= (
𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏3 𝑎3𝑏1 + 𝑎4𝑏3

𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏4 𝑎3𝑏2 + 𝑎4𝑏4
) 

= (
𝑏1𝑎1 + 𝑏3𝑎2 𝑏1𝑎3 + 𝑏3𝑎4

𝑏2𝑎1 + 𝑏4𝑎2 𝑏2𝑎3 + 𝑏4𝑎4
) 

= (
𝑏1 𝑏3

𝑏2 𝑏4
) (

𝑎1 𝑎3

𝑎2 𝑎4
) 

= 𝑓 (
𝑏1 𝑏2

𝑏3 𝑏4
) 𝑓 (

𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
 ) 

= 𝑓(𝐵)𝑓(𝐴) 
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Berdasarkan uraian 1-2 dan Definisi 2.2.18 terbukti bahwa pemetaan fungsi 𝑓 

merupakan anti-homomorfisma ring.∎ 

2.3 Derivasi pada Ring 

Dalam aljabar, konsep derivasi merupakan generalisasi dari turunan dalam kalkulus 

ke dalam struktur aljabar abstrak seperti ring dan semiring. Salah satu properti 

utama dari derivasi ini adalah aturan Leibniz, yang menyatakan bahwa derivasi dari 

hasil perkalian dua elemen dalam semiring dapat dihitung dengan cara yang 

menyerupai aturan turunan pada fungsi biasa.  

Berikut diberikan definisi derivasi pada ring. 

Definisi 2.3.1 (Ashraf et al., 2006) 

Diberikan (𝑅,+,∙) ring. Derivasi pada 𝑅 adalah pemetaan 𝑑: 𝑅 → 𝑅 sedemikian 

sehingga ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 memenuhi: 

1. 𝑑(𝑥 + 𝑦) = 𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑦)  

2. 𝑑(𝑥𝑦) = 𝑑(𝑥)𝑦 + 𝑥𝑑(𝑦)  

Berdasarkan Definisi 2.3.1 diberikan contoh sebagai berikut.  

Contoh 2.3.2 

Diberikan himpunan 𝑀2×2
3 (ℤ) = {(

𝑎 0
𝑏 𝑐

) |𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} adalah himpunan semua 

matriks berukuran 2 × 2 dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen di himpunan 

semua bilangan bulat, yang didefinisikan 

𝑑:𝑀2×2
3 (ℤ) → 𝑀2×2

3 (ℤ) 

(
𝑎 0
𝑏 𝑐

)  ↦  𝑑 (
𝑎 0
𝑏 𝑐

)  = (
0 0
𝑏 0

)  

Pemetaan 𝑑 adalah derivasi. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×2
3 (ℤ), dengan 𝐴 = (

𝑎 0
𝑏 𝑐

) dan 𝐵 = (
𝑝 0
𝑞 𝑟

). 

Ditunjukkan bahwa pemetaan 𝑑 adalah derivasi. 

Perhatikan bahwa, 
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1. 𝑑(𝐴 + 𝐵) = 𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵)  

𝑑(𝐴 + 𝐵) = 𝑑 {(
𝑎 0
𝑏 𝑐

) + (
𝑝 0
𝑞 𝑟

)} 

= 𝑑 (
𝑎 + 𝑝 0
𝑏 + 𝑞 𝑐 + 𝑟

) 

= (
0 0

𝑏 + 𝑞 0
) 

= (
0 0
𝑏 0

) + (
0 0
𝑞 0

) 

= 𝑑 (
𝑎 0
𝑏 𝑐

) + 𝑑 (
𝑝 0
𝑞 𝑟

) 

= 𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵) 

2. 𝑑(𝐴𝐵) = 𝑑(𝐴)𝐵 + 𝐴𝑑(𝐵)  

𝑑(𝐴𝐵) = 𝑑 {(
𝑎 0
𝑏 𝑐

) (
𝑝 0
𝑞 𝑟

)} 

= 𝑑 (
𝑎𝑝 0

𝑏𝑝 + 𝑐𝑞 𝑐𝑟
) 

= (
0 0

𝑏𝑝 + 𝑐𝑞 0
) 

= (
0 0
𝑏𝑝 0

) + (
0 0
𝑐𝑞 0

) 

= (
0 0
𝑏 0

) (
𝑝 0
𝑞 𝑟

) + (
𝑎 0
𝑏 𝑐

) (
0 0
𝑞 0

) 

= 𝑑 (
𝑎 0
𝑏 𝑐

) (
𝑝 0
𝑞 𝑟

) + (
𝑎 0
𝑏 𝑐

) 𝑑 (
𝑝 0
𝑞 𝑟

) 

= 𝑑(𝐴)𝐵 + 𝐴𝑑(𝐵)  

Berdasarkan 1-2 dan Definisi 2.3.1 terbukti bahwa pemetaan 𝑑 adalah derivasi.∎ 
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BAB V 

PENUTUP 

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, diperoleh 

kesimpulan dan saran sebagai berikut. 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, diperoleh beberapa kesimpulan 

yang dapat diambil, yaitu: 

1. Adapun contoh dari (𝛼, 1)-derivasi, yaitu 

a) Diberikan himpunan 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) = {(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

) |𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℤ0
+} 

adalah semiring, yang didefinisikan 

𝑑:𝑀3×3
7 (ℤ0

+) → 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) 

(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  ↦  𝑑 (
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  = (
0 0 0
𝑏 0 0
𝑑 𝑒 0

)  

dan 

𝛼:𝑀3×3
7 (ℤ0

+) → 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) 

(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  ↦  𝛼 (
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

) = (
𝑎 0 0
0 𝑐 0
0 0 𝑓

) 

Pemetaan 𝛼 adalah endomorfisma dan 𝑑 adalah derivasi dua arah. 

b) Diberikan himpunan 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) = {(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

) |𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℤ0
+} 

adalah semiring, yang didefinisikan 

𝑑:𝑀3×3
7 (ℤ0

+) → 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) 

(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  ↦  𝑑 (
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  = (
0 0 0
0 0 0
𝑑 𝑒 0

)  

dan 

𝛼:𝑀3×3
7 (ℤ0

+) → 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) 
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(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  ↦  𝛼 (
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

) = (
𝑎 0 0
0 𝑐 0
0 0 𝑓

) 

Pemetaan 𝛼 adalah endomorfisma dan 𝑑 adalah (𝛼, 1)-derivasi tetapi 

bukan (1, 𝛼)-derivasi. 

c) Diberikan himpunan 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) = {(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

) |𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℤ0
+} 

adalah semiring, yang didefinisikan 

𝑑:𝑀3×3
7 (ℤ0

+) → 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) 

(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  ↦  𝑑 (
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  = (
0 0 0
𝑏 0 0
𝑑 0 0

)  

dan 

𝛼:𝑀3×3
7 (ℤ0

+) → 𝑀3×3
7 (ℤ0

+) 

(
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

)  ↦  𝛼 (
𝑎 0 0
𝑏 𝑐 0
𝑑 𝑒 𝑓

) = (
𝑎 0 0
0 𝑐 0
0 0 𝑓

) 

Pemetaan 𝛼 adalah endomorfisma dan 𝑑 adalah (1, 𝛼)-derivasi tetapi 

bukan (𝛼, 1)-derivasi. 

 

2. Adapun hubungan semiring 𝑆, semiring prima 𝑆, dan semiring 𝑆 dengan 

hukum kanselasi terhadap (𝛼, 1)-derivasi, yaitu 

a) Diberikan (𝑆, +,∙) semiring dan 𝐼 adalah ideal tak nol di 𝑆. Misalkan 𝑑 

adalah (𝛼, 1)-derivasi tak nol di 𝑆. Jika ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 berlaku 𝑑(𝑥 + 𝑦 −

𝑥 − 𝑦) = 0 maka ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐼 berlaku 𝛼(𝑥 + 𝑦 − 𝑥 − 𝑦)𝑑(𝑧) = 0. 

b) Diberikan (𝑆, +,∙) adalah semiring prima dan 𝐼 adalah ideal tak nol di 𝑆. 

Misalkan 𝑑 adalah (𝛼, 1)-derivasi tak nol di 𝑆. Jika 𝑥 ∈ 𝑆 dan 𝑑(𝐼)𝑥 =

0, maka 𝑥 = 0. 

c) Diberikan 𝑆 adalah semiring dengan sifat kanselasi terhadap operasi 

penjumlahan dan 𝐼 adalah subsemigrup terhadap operasi perkalian di 𝑆. 

Diberikan 𝑑 adalah (𝛼, 1)-derivasi di 𝑆 dan 𝛼(𝐼) = 𝐼. 
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• Jika 𝑑 adalah homomorfisma di 𝐼, maka ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 berlaku 

𝑑(𝑥)𝑦𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑦𝑥 = 𝛼(𝑥)𝑦𝑑(𝑥). 

• Jika 𝑑 adalah anti-homomorfisma di 𝐼, maka ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 berlaku 

𝑑(𝑥)𝑦𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑥𝑦 = 𝑦𝛼(𝑥)𝑑(𝑥). 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini telah dijelaskan konstruksi (𝛼, 1)-derivasi pada semiring. 

Penelitian selanjutnya, dapat dilanjutkan dengan mencari konstruksi (𝛼, 1)-derivasi 

pada modul atas ring dan konstruksi (𝛼, 1)-derivasi pada semimodul atas semiring. 
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